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1. INTRODUCTION 
J &ant le pave IO; l[m et A l’operateur defini par 
Au = - f’ Di( lDiu I”-Vliu) pour p > 2, 
G-1 
on s’intkresse au probleme de Dirichet suivant: 
Au =f oh f E W$(J), 
u laJ = 0. 
(1) 
On sait, voir Lions [l] par exemple, que ce probleme admet une solution 
unique 24 E WP1(/). 
Le but de ce travail est 
1. D’Ctudier la rCgularitC de la solution. 
2. D’obtenir une majoration de I’erreur dam la cadre d’une approxima- 
tion de la solution. 
3. D’Ctudier la regularit de la solution d’un probleme parabolique 
lie a l’operateur A. 
2. DEFINITIONS 
2.1. Espaces de Sobolev 
W,a(I) et WD8 (T”) designent l’espace usuel de Sobolev d’ordre s, relatif 
a L, sur I et T” respectivement, oh s E R, 1 < p < + co, I est un pave de 
W et T” le tore de periode 2 par rapport a chaque variable. (Voir par exemple 
[31-J 
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L,*(E) designe l’espace des fonctions t wf(t) de R, dans I’espace de 
Banach E, mesurables, telles que Jim Ilf(t)ilXdt/t) < +a. 
Posons ~(3) = v(x + hei) oh h E [w et ei est le vecteur unitaire de R” 
dont toutes les composantes, a I’exception de la iE, sont nulles. 
D’apres Lions et Peetre [2], Wi+“(T”) oh 0 < a < 1 est l’espace des 
fonctions v telles que 
k-(vih - v) E L,*( W;(Tm)) pour 1 < i < m et Wz”(T”) 
est l’espace des fonctions v telles que 
k-(‘-)(vih - v) E L$( W;(T”)). 
2.2. Espaces de Nikolski [4]. 
O<o<l, 6 > 0, I, = (x/d@, (CI) < S}. 
H;+,+“(I) est l’espace des fonctions u E W,l(l) telles que 
s 
) D&x + hej) - D,u(x)l’ dx < c” 1 h lo*’ 
Ia pourlh] <Set1 <i,j<m. (2) 
C’est un espace de Banach pour la norme 
II 24 Il;;++o(,) = II 24 ll;;(I, + CD, 
oti c est la plus petite constante telle que (2) soit vCrifiC. 
D’apres Lions et Peetre [2] et dans la notation de ces auteurs, H?(I) est 
YinterpolC (W,2(1), W,l(I)),,, avec 6 = 1 - (r et de ce fait de classe X0 entre 
Wp2(l) et wp1(4, c’est B dire que, quelle que soit u E Hi+“(I) il existe deux 
fonctions dtfinies sur R, , u1 a valeurs dans W,l(I), us a valeurs dans Ws2(1) 
et une constante positive c telie que 24 = ur(t) + u2(t), ]I u,(t)]], < c . t14]124]], et
II bill, < c . t-e]I u /I0 oh I] ]I1 , (resp. I/ lj2, resp. II II,) designe la norme dans 
W,l(I) (resp. WD2(1), resp. Hi+“(I)). 
II:++” designe l’espace des fonctions u, periodiques de periode 2 par 
rapport a chaque variable, appartenant a W,l(T”) et telles que 
I 
1 D&x + kej) - D&x)1* dx < cp . 1 k I P pour 1 <i,j<m 
P 
Oti 
a E R. 
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3. tiGULAF& 
On se propose de demontrer deux resultats, en prenant f dans L,(J) puis 
dans W,;“(l). Dans ce qui suit c designe une constante positive qui ne sera 
pas toujours la m&me. 
Nous aurons besoin du resultat connu suivant 
LEMME 3.1. Vx, y E R, p > 2, 
(I x p-2x - 1 y I”-“y)(x - y) > 2-p+2 1 x - y IP. 
Supposons y > x et posons y = x + h, h > 0. Vx, Vh,O , 
1 x + h I”-2(x + h) - 1 x IP-2x = (p - 1) 1”‘” I t lP-2 dt 
z 
v(x) = (p - 1) /;+n I t I*2 dt, 
v’(x) = (p - l)(] x + h jp-2 - ( x 1~~); $(h/2) = 0. 
Vx, Vh > 0, 
et 
1 x + h I”-2(x + h) - I x IP-~x 2 (p - 1) Jn” I t lp--2 dt 
-h/2 
>, (1/2~-~) hp-1 
(I x p--2x - 1 y p-“y)(x - y) > 2-p+2 1 x - y p vx,yE!R. 
TH~OR&ME 3.1. Pour f EL,,(J) la solution u E tip’(J) du problkme (1) 
appurtient d Hb+(l’(p-l))(]). 
On prolonge par anti-symetrie par rapport a chaque variable a ] ---I; 
+l [“, puis par periodicit a [Wm. 
SixE]O; l[” ZqXl ,..., -xi ,...) xm) = u(x), 1 <i<m. 
SixE] -1; +l[” Wl ,..., xj ; .‘.) xm) = 4(x, )...) - xj ,..., x,), 
1 <j<m. 
On est alors ramene au probleme 
Av =g oh g EL,,(T~). (3) 
On a Avj, - (Av)~, = gj, . 
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Posons V = W,l(T”); V’ = W;?(Tm). 
1 kre partie. DCmontrons qu’il existe une constante c > 0 telle que: 
11 v - vjh 11%’ < c /I g - s&h IIt” * (4) 
Pour v et w appartenant a I/ on a 
(Av - Aw, v - w) 
= - Fl S, (Di(l D<v ]‘-‘D,v) - Dd(I DiW I’-‘DiW))(v - W) dx 
= Fl S, (I DP Ipe2DP - 1 DiW lF2D~~)(Div - DOW) dx. 
En utilisant le lemme 3.1, 
(Aw - Aw, v - w) > c *El s, 1 D,v - D,w ID dx 
11 v - w II;-’ < c(Av - Aw, v - w) < c . /I Av - Aw IIye * 11 v - w /IV, 
Av = g, w = vjh et )Iv--Z)ihI1~-‘~C’IIg-ggjhIIY. 
2dm tartie. Nous utilisons le lemme suivant dont la dkmonstration sera 
don&e B la fin. 
LEMME 3.2. Soit g E L,,(T”) il existe une co&ante c > 0 telle que 
/I.$! -&hiIV’/I h 1 < c pour 1 <j<m, 
et 
(l/l h 1) 11 ‘ZJ - vfh lit-’ < c pour 1 <j<m, 
et 
(s, 1 Di7rQh(X) - Div(x)l” dx)@+ < c * 1 h I, 
(s, 1 Dp,,(x) - D<v(x)j” dx)yP < c . 1 h I1/(*1), 
v E ffl+(lh-l))(Tm), 
1) 24 = v IJ E H;++(l’(-yJ). 
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Demonstration du lemme. On la fait pour une fonction reguliere puis par 
passage a la limite pour g EL,(T”), 
gd4 - &I = ih $g@ + 4 dt, 
g3hw -g(x) = 1 h 
h ho I 
D& + te3) 4 
llg3h -gllv 
h < ; 1” II D,g II v 4 0 
Oti 
< II Qg IIv < c 
c = My II D,g IIv . 
Remurque. Simon [5] a CtudiC la regularite interieure pour un operateur 
plus general dans un ouvert regulier; une des fonctions qu’il a consideree 
montre que, dans le theoreme 3.1 le resultat est optimal. 
THBOR~ME 3.2. Pour 0 < u < 1 et f e WG~( J) la solution u E mP1( J) du 
probEme (1) appartient a W~((l-O)‘(P-l))( J). 
M&me debut de demonstration que pour le theoreme 3.1. On a encore 
I’inCgalitC (4) qui implique 
Oii 
s +- II 0 - vjh Il”v o g G c . l+m II A’ - gjh Il$ fi d c, 1 h I(l-dW(%'-1)) h 0 / h I(l-oh" h 
v E W;+((-)-))(Tm) et u = v IJ E W;+(h-‘d/h’-I))( J). 
4. APPROXIMATION 
On utilise le pro&de de Ritz-Galerkin. On decompose J en simplexes dont 
les a&es paralltles aux axes de coordonnees sont de longueur h = l/n. 
vh designe l’espace des fonctions affines sur chaque simplexe, continues. 
FIGURE 1 
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THBORJIME 4.1. II existe une constante c > 0 telle que 
1. Pour toute fomtion 24 E WD2(J) n WD1(]), 
d @(J)(% Vh) e c * h II u llwy(J) 
2. Pour toute fmtion u E @2(J) f7 Hr(J) 
d w,l(J,(u, Vh;c) G c * ho II 24 IIH;+o(J) * 
On prolonge u par anti-symetrie par rapport a chaque variable a ] -1, 
+ 1 [” puis par periodicit a BP. Soit w ce prolongement. 
Soit p une fonction mesurable, bornee, positive symetrique par rapport a 
chaque variable telle que 
supppCKC]-I; +l[“, I Rmp(x)dx = 1, 
Phb) = ~-mP(4~)7 
z+&(x) = ph * w(x). 
On approche alors u par la fonction atline sur chaque simplexe, rlLu qui est 
&gale a vuh aux sommets de chaque simplexe. 
Remarquons que: v anti-symctrique par rapport B chaque variable sur 
] -1; +l[m, p symetrique par rapport A chaque variable sur ] -1; +l[m, 
entrame que oh et par consequent r&u appartient a WV’(J). 
LEMME 4.1. II existe une constante positive c telle que 
I/ v - vh IIQ(J) < c * h ’ II 24 itw,z(~, * 
u E Ws2(J) entraine qu’il existe une constante c > 0 telle que 
II fl - Tuv II W,l(J) < c . IY I II u lIW,B(J) 3 
oh r,u(x) = w(x - y), I y ) = norme euclidierme de y, 
44 - ~$4 = jR slap - +x - r>l 4, 
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LEMME 4.2. U &ant un ouvert contenu duns ] -1; +l [” il existe une 
coustante c > 0 telle que 
11 vh ~lwmqUl < C * kmlP 11 V II,qU+hKJ 3 
pour f E GO’“), 
< h+ (s,, I /QWlp * 4)“” - (s,, If@ -Y)I’~Y)~‘~, 
jh, I dy/41P’ dr = hm jK I ~(41~’ dz 
S,,lfk -r)l”dy = jz+~xlf(41pd~ 
1 Ph *f @)I < c ’ h--m/P iif IIL,(U+hK) . 
En prenant f = v, Dp, Dzv pour 1 < i, j < m on obtient 
LEMME 4.3. I1 existe une constante c > 0 telle que pour tout simplexe T 
11 yh” - Oh IIWpqTJ < C ’ h * /I V IIW,efT+hKl 
C 
FIGURE 2 
Soit AB le c&C du simplexe paralkle h la i” coordonnke. 11 existe un point 
M appartenant h AB tel que 
DiW(X) = (l/h)k+dB) - vd41 = b&W 
jr 1 Da,u(x) - Dp,(x)lp dx = jr I D&M) - D<r+,(x)Ip dx. 
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Pour majorer ST I Y&X) - ztJx)I* dx on Ccrit 
ThU(X) = Y@(X) + Y&4) - r,u(A) 
w(x) - f+&(x) = ThU(X) - r,u(A) + Vh(J - Vh(X) 
et on opkre de la m&me manikre que prCcCdemment. 
LEMME 4.4. I1 existe une constante positive c telle que 
Dans CT 11 v /@(T+hk) tout simplexe T est au plus comptC N fois. (Les 
intCgrales sont pri:es sur T + hK.) 
Dt!monstration du th&&me 4.1. (1.) Pour toute fonction u E FVpl( J) n 
WV2( J) les lemmes 4.1 et 4.4 impliquent 
I/ u - rh” 11~ I(J) 
9 
< c ’ h ’ II u lip+, e(J) * 
9 
comme ru E vh ) 
d w;(J)@ V/L) < c ’ h ’ 11 u i&f-,8(J) * 
(2.) H?(J) = (wp2(J), ~pYJNs.co ; 0 = 1 - 0. 
Pour toute fonction u E Hk+“( J) 1 i existe deux fonctions, u1 B valeurs dans 
W,l( J), u2 2 valeurs dans W,z(J) et une constante positive c telles que 
u = udt> + W; II ul(t)ll, < c - t1-s II u I/o ;II WI, < c . t-T~ll, ; u&) EW,~(J)- 
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11 existe zu(t) E V, telle que 
II u2(4 - 4t)lll G c * h * II “&)I!, vt > 0 
< c . h * t-e 1124 Ilo Vt > 0 
II u - w(t)ll, < c . II 24 ll,(ht-e + q Vt > 0 
< c * 11 I.4 Ilo * $h * t-e + P-8). 
On calcule la valeur de t donnant le minimum de htme + tlee et on obtient 
d wp’(J)(f4 VI&) < c . ho * II u II0 * 
Application. Le probleme 
(1’) l$;f, 0 
f E%(J) 
est equivalent au probkme variationnel suivant: &ant don&e f 6 L,,(J)* 
trouver u E mV1( J) = V telle que 
(Au, 4 = (f, 4 VVEV, 
oh (., .) designe la dualite entre V et V’ = W,;‘(J). 
Considerons l’approximation (V, , p, , rh} de V oh V, est l’espace defini 
plus haut, p, I’injection de V, dans V, rh I’application qui, a u, fait 
correspondre rhu definie plus haut. 
Si uh est la solution du probleme approche: Trouver uh E V, telle que 
(Au, , r+J = (f, oh) Vv, E V, (on a identifie p,uh g uh et p,v, a z+J alors 
limb,a I/ u - uh 11” = 0. 
Le theorbme suivant nous donne une majoration de l’erreur d’approxima- 
tion. 
THBORBME 4.2. Si f appartient ri L,,(J) il existe une constante c > 0 telle 
que, u e’tant la solution du probkne (1’) et uh celle du probl&ne approchd 
/I u - uh llti;fJ, < c * h(l’(v-l))a I/f Ij&$‘(p-‘). 
Nous aurons a utiliser le lemme suivant 
LEMME 4.5. Si u et v appartiennent h V 
II Au - AzJ IIV’ G (P - 1x11 u IIF + II v II”;“) II u - ZJ llv 
1. Pour x et y reels on a 
I x P2 x - I y I”-“r I < (P - 1)l x - y I(1 x P2 + I y I”-“). 
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DCmonstration: 
1 X I’-‘x - 1 y I”-“y = (p - 1) jzl t 18-2 dt. 
Y 
I I x r2x - I y I”-“y I d (p - 1) I x - y 1 (I x I~--2 + 1 y I”-“). 
2. Pourf et g appartenant &L,(J), I f lP-2 * f, 1 g lp-2 * g appartiennent 21 
441) et 
II IfI”-” *f- Ig r2 Al‘,,(J) G (P - Wll~;~, + II g II;;&) IV-g ll4(J) . 
DCmonstration: 
A = II If I”-7 - I g r2g II;:,,,, 
< (P - 1Y j I(1 f P2 + I g I”-“)I”’ If - g P’ dx 
J 
A < (p - 1)~’ (jJ If- g ID dx)9”P 
x 
(S 
J (I f y-2 + j g ~P-2)P’.(P-l)/(D-2) &)(p2)‘(p-1) 
mp’ d ($’ - 1) Ilf- if 11 L,(J) 
( jJ (If It’-2 + 1 g IP-~)P/(z’-~) dx)(F2)‘p 
(s,clfl~-2 + lg IP-2)9/k-2) dx)(‘-‘)” 
= 11 1 f I’-’ + 1 g I’-’ II~p,~p-2~(J) 
< 11 If I’-’ /I&,,cs-ej(J) + I/ 1 c? I’-’ Il&,&J) 
mp’ < (p - 1) lif - g IIL,(J)(llf il;$, + Ilg ll;$“J,>* 
3. II Au - Aw Ilv = SUP,,V I& - Avv w)l/ll w Ilv 
l(Au _ As, au)1 = ,zl S, DOW * (I DiU Ipv2D,u - I DP I’-’ DF) dx* 
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En utilisant I’inCgalitC de Hiilder 
I(Au - & 41 
G 2 II w II 
i=l 
L,(J) II I Diu P2D,u - I DP P2Di~ l14,fn 
G (P - 1) f II DP II 
i=l 
L,tJj II Diu - Qw Il~.pcJII Diu II;$ + II DP II&-&>. 
En utilisant 1’inCgalitC de Hiilder 
I (Au - & 41 < (P - 1) II w Ilv . II u - w Ilv 
* (II D,u II;,” + 11 Diw ll~~2).As-2))(‘-2’i’. 
En utilisant I’in6galid de Minkovski 
I& - & 41 < (P - 1) II w II Y * II u- 0 Ilv * (II u II”;’ + II TV Ill;-‘>> 
II Au - Av Ilv < (P - l)(ll u II”;” + II v II”;‘) II u - w IIY. 
Dhomtration du thiorhe. 
(Au, w) = (f, v) VW E V 
6% 9 4 = (f, ~1 Vv, E VI, 
(&, > 4 = (f, s> Vvh E Vh 
Wh = YhU - Uh 
(Au - Auh , rhu - uh) = 0 
(Au - At+, , u - Uh + Y$l - u) = 0 
(Au - Au,, , U - uh) = (Au - AU,, , U - Yhu) 
c (1 u - uh 11; < (Au - AUh, u - uh) = (Au - Au,, u - yhu) 
~II~~--~,~IY~~II~--~~I~~ 
~~~--uh~~1;~~‘(~~~~~~-2+~~~h~~~-2)~~~-uu,~~”~~~-yhu~~Y. 
(Au, U> = (f, u) et 6% , uh) = (f, %) 
impliquent 
II u II”;’ < c * Ilfllv et 11 uh II”;’ < c ’ I\fllY’ * 
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D’aprb les demonstrations des theoremes 3.1 et 4.1 
5. &?GULARIT& DE LA SOLUTION POUR UNE EQUATION PARAROLIQUE 
A &ant l’operateur defini dans Sect. 1 Lions [l] a dCmontrC que si 
f~L,t(0, T; W,?(J) et ‘p EL,(J) 
alors pour p > 2 il existe une unique fonction 
u E-W, T; %YJ>> 
solution de 
D,u$Au =f 
u=o sur IO, T[ x a] (4) 
40,x) = dx>. 
TI&OR&ME 5.1. Si f EL,, (0, T; L,j J)) et q~ E Hi”’ la solution u du 
p~oblkne (4) appartietzt aL,(O, T; mnl( J) n IY$+(“(~-‘))( J)). 
On reprend la demonstration don&e dans le cas stationnaire. On prolonge 
par symetrie et periodicite et on est ramene au probleme 
D,v + Av = g g E LAO, T; h4T”)) 
v(O, x) = $@) t,h E H,“‘/“(T”). 
(5) 
Posons 
F’ = L,(O, T; &1<J>> 
V’ = L,,(O, T; W;;(J)) 
WV - vjh) + Av - Avj, , v - vujd = (g - gjh , v - 4 
465 
s T Dt(w - vjh 9 ‘JJ - vjh) dt + 1’ (AW - AVjh 9 V - ~gh) dt 0 0 
= s oT (g - gi, , v - G dt 
1’ j- *D&I - qh)2 dx dt + ST I (Ao - Aw,,,)(w - w,,,) dx dt 
0 P 0 P 
= 
ss 
oT p (g - g3h)(v - zljh) dx dt 
4 iT S, D~(w - ~l,h)~ dx dt = 4 S, iT D,(o - Wjh)” dt dx 
=4 
s p [(s - ~jd21~ dx 
= 8 1, (v - wjh)2 It T dx - ii s (# - #,d2 * dx 
1, 
=a 
1, lv - vJh)2 It== 
dx - 8 11 4 - #3h I&,,, 
T IS 0 P 
(Ao - A~&~ - vjh> dx dt 3 c * iT II w - vjh II%;(J) dt 
> c ’ 11 tJ - ojh 11;. 
SI 
oT p (A’ - g5h)ca - v3h) dx dt G II if - gjh II v * II 0 - w3h II Y * 
On dCduit 
C ’ II w - vjh Il”v G S II # - #3h ll&py + II B - gjh IIY * II V - w3h IIv * 
D’aprb l’in6galid 
Vr > 0 I &I I < W)(l a I”‘/@> + (UP) * I dJ IP 
Ilg -gjhII~’ * II ZJ - wjhllY G (I/P’>(l/~“‘>I!g -gjhII$ 
+ (l/P) 2 II w - wih IIF * 
Pour E assez petit il existe deux constantes k et k’ telles que 
k * II 0 - g3h ll”Y G 8 II (I, - $3h ll~~,~-, + k’ * II g - gjh Ilf * 
On utilise maintenant le lemme suivant dont la demonstration est identique 
A celle du lemme 3.2. 
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LEMME 5.1. Soit g E V il existe une constante positive c telle que 
W)llg - gjh lIy~ < c pour 1 <i < m. 
Comme 
$ E fG”“P) (WP’) - II # - h II&p, 
est born6 et il existe une constante positive c telle que 
(l/h”) . Ij v - vlh 117 < c pour 1 <j < m 
qui implique 
(s,’ Jb 1 &r&t, x) - Qv(t, x)ln dx dt)“’ < c . hp’l” 
pour1 <i<m,l <j<m. 
Done v EL,(O, T; H~+(“(p-l))(Tm)) et 
v IJ = u EL,(O, T; L&,‘(J) n H;++(l’(D-l))(J)). 
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